Л14 Статистические и детерминированные методы описания процессов. Взаимосвязь описаний
Статистические методы
Объектом исследования в прикладной статистике являются статистические данные, полученные в результате наблюдений или экспериментов. 
Большинство статистических методов относятся к методам параметрической статистики, в основе которых лежит предположение, что случайный вектор переменных образует некоторое многомерное распределение, как правило, нормальное или преобразуется к нормальному распределению. Если это предположение не находит подтверждения, следует воспользоваться непараметрическими методами математической статистики.
Корреляционный анализ. Между переменными (случайными величинами) может существовать функциональная связь, проявляющаяся в том, что одна из них определяется как функция от другой. Но между переменными может существовать и связь другого рода, проявляющаяся в том, что одна из них реагирует на изменение другой изменением своего закона распределения. Такую связь называют стохастической. Она появляется в том случае, когда имеются общие случайные факторы, влияющие на обе переменные. В качестве меры зависимости между переменными используется коэффициент корреляции (r), который изменяется в пределах от –1 до +1. Если коэффициент корреляции отрицательный, это означает, что с увеличением значений одной переменной значения другой убывают. Если переменные независимы, то коэффициент корреляции равен 0 (обратное утверждение верно только для переменных, имеющих нормальное распределение). Но если коэффициент корреляции не равен 0 (переменные называются некоррелированными), то это значит, что между переменными существует зависимость. Чем ближе значение r к 1, тем зависимость сильнее. Коэффициент корреляции достигает своих предельных значений +1 или -1, тогда и только тогда, когда зависимость между переменными линейная. Корреляционный анализ позволяет установить силу и направление стохастической взаимосвязи между переменными (случайными величинами). Если переменные измерены, как минимум, в интервальной шкале и имеют нормальное распределение, то корреляционный анализ осуществляется посредством вычисления коэффициента корреляции Пирсона, в противном случае используются корреляции Спирмена, тау Кендала, или Гамма.
Регрессионный анализ. В регрессионном анализе моделируется взаимосвязь одной случайной переменной от одной или нескольких других случайных переменных. При этом, первая переменная называется зависимой, а остальные – независимыми. Выбор или назначение зависимой и независимых переменных является произвольным (условным) и осуществляется исследователем в зависимости от решаемой им задачи. Независимые переменные называются факторами, регрессорами или предикторами, а зависимая переменная – результативным признаком, или откликом.
Если число предикторов равно 1, регрессию называют простой, или однофакторной, если число предикторов больше 1 – множественной или многофакторной. В общем случае регрессионную модель можно записать следующим образом y=f(x1,x2,…,xn), где y – зависимая переменная (отклик), xi (i = 1,…, n) – предикторы (факторы), n – число предикторов. Посредством регрессионного анализа можно решать ряд важных для исследуемой проблемы задач:1). Уменьшение размерности пространства анализируемых переменных (факторного пространства), за счет замены части факторов одной переменной – откликом. Более полно такая задача решается факторным анализом.
2). Количественное измерение эффекта каждого фактора, т.е. множественная регрессия, позволяет исследователю задать вопрос (и, вероятно, получить ответ) о том, «что является лучшим предиктором для...». При этом, становится более ясным воздействие отдельных факторов на отклик, и исследователь лучше понимает природу изучаемого явления.
3). Вычисление прогнозных значений отклика при определенных значениях факторов, т.е. регрессионный анализ, создает базу для вычислительного эксперимента с целью получения ответов на вопросы типа «Что будет, если… ».
4). В регрессионном анализе в более явной форме выступает причинно-следственный механизм. Прогноз при этом лучше поддается содержательной интерпретации.
Канонический анализ. Канонический анализ предназначен для анализа зависимостей между двумя списками признаков (независимых переменных), характеризующих объекты. Например, можно изучить зависимость между различными неблагоприятными факторами и появлением определенной группы симптомов заболевания, или взаимосвязь между двумя группами клинико-лабораторных показателей (синдромов) больного. Канонический анализ является обобщением множественной корреляции как меры связи между одной переменной и множеством других переменных. Как известно, множественная корреляция есть максимальная корреляция между одной переменной и линейной функцией других переменных. Эта концепция была обобщена на случай связи между множествами переменных – признаков, характеризующих объекты. При этом достаточно ограничиться рассмотрением небольшого числа наиболее коррелированных линейных комбинаций из каждого множества. Пусть, например, первое множество переменных состоит из признаков у1, …, ур, второе множество состоит из – х1, …, хq, тогда взаимосвязь между данными множествами можно оценить как корреляцию между линейными комбинациями a1y1 + a2y2 + ... + apyp, b1x1 + b2x2 + ... + bqxq,, которая называется канонической корреляцией. Задача канонического анализа в нахождении весовых коэффициентов таким образом, чтобы каноническая корреляция была максимальной.
Методы сравнения средних. В прикладных исследованиях часто встречаются случаи, когда средний результат некоторого признака одной серии экспериментов отличается от среднего результата другой серии. Так как средние это результаты измерений, то, как правило, они всегда различаются, вопрос в том, можно ли объяснить обнаруженное расхождение средних неизбежными случайными ошибками эксперимента или оно вызвано определенными причинами. Если идет речь о сравнении двух средних, то можно применять критерий Стьюдента (t-критерий). Это параметрический критерий, так как предполагается, что признак имеет нормальное распределение в каждой серии экспериментов. В настоящее время модным стало применение непараметрических критериев сравнения средних
Сравнение средних результата один из способов выявления зависимостей между переменными признаками, характеризующими исследуемую совокупность объектов (наблюдений). Если при разбиении объектов исследования на подгруппы при помощи категориальной независимой переменной (предиктора) верна гипотеза о неравенстве средних некоторой зависимой переменной в подгруппах, то это означает, что существует стохастическая взаимосвязь между этой зависимой переменной и категориальным предиктором. Так, например, если установлено, что неверна гипотеза о равенстве средних показателей физического и интеллектуального развития детей в группах матерей, куривших и не куривших в период беременности, то это означает, что существует зависимость между курением матери ребенка в период беременности и его интеллектуальным и физическим развитием.
Наиболее общий метод сравнения средних дисперсионный анализ. В терминологии дисперсионного анализа категориальный предиктор называется фактором.
Дисперсионный анализ можно определить, как параметрический, статистический метод, предназначенный для оценки влияния различных факторов на результат эксперимента, а также для последующего планирования экспериментов. Поэтому в дисперсионном анализе можно исследовать зависимость количественного признака от одного или нескольких качественных признаков факторов. Если рассматривается один фактор, то применяют однофакторный дисперсионный анализ, в противном случае используют многофакторный дисперсионный анализ.
Частотный анализ. Таблицы частот, или как еще их называют одновходовые таблицы, представляют собой простейший метод анализа категориальных переменных. Таблицы частот могут быть с успехом использованы также для исследования количественных переменных, хотя при этом могут возникнуть трудности с интерпретацией результатов. Данный вид статистического исследования часто используют как одну из процедур разведочного анализа, чтобы посмотреть, каким образом различные группы наблюдений распределены в выборке, или как распределено значение признака на интервале от минимального до максимального значения. Как правило, таблицы частот графически иллюстрируются при помощи гистограмм.
Кросстабуляция (сопряжение) – процесс объединения двух (или нескольких) таблиц частот так, что каждая ячейка в построенной таблице представляется единственной комбинацией значений или уровней табулированных переменных. Кросстабуляция позволяет совместить частоты появления наблюдений на разных уровнях рассматриваемых факторов. Исследуя эти частоты, можно выявить связи между табулированными переменными и исследовать структуру этой связи. Обычно табулируются категориальные или количественные переменные с относительно небольшим числом значений. Если надо табулировать непрерывную переменную (предположим, уровень сахара в крови), то вначале ее следует перекодировать, разбив диапазон изменения на небольшое число интервалов (например, уровень: низкий, средний, высокий).
Анализ соответствий. Анализ соответствий по сравнению с частотным анализом содержит более мощные описательные и разведочные методы анализа двухвходовых и многовходовых таблиц. Метод, так же, как и таблицы сопряженности, позволяет исследовать структуру и взаимосвязь группирующих переменных, включенных в таблицу. В классическом анализе соответствий частоты в таблице сопряженности стандартизуются (нормируются) таким образом, чтобы сумма элементов во всех ячейках была равна 1.
Одна из целей анализа соответствий – представление содержимого таблицы относительных частот в виде расстояний между отдельными строками и/или столбцами таблицы в пространстве более низкой размерности.
Кластерный анализ. Кластерный анализ – это метод классификационного анализа; его основное назначение – разбиение множества исследуемых объектов и признаков на однородные в некотором смысле группы, или кластеры. Это многомерный статистический метод, поэтому предполагается, что исходные данные могут быть значительного объема, т.е. существенно большим может быть, как количество объектов исследования (наблюдений), так и признаков, характеризующих эти объекты. Большое достоинство кластерного анализа в том, что он дает возможность производить разбиение объектов не по одному признаку, а по ряду признаков. Кроме того, кластерный анализ в отличие от большинства математико-статистических методов не накладывает никаких ограничений на вид рассматриваемых объектов и позволяет исследовать множество исходных данных практически произвольной природы. Так как кластеры – это группы однородности, то задача кластерного анализа заключается в том, чтобы на основании признаков объектов разбить их множество на m (m – целое) кластеров так, чтобы каждый объект принадлежал только одной группе разбиения. При этом объекты, принадлежащие одному кластеру, должны быть однородными (сходными), а объекты, принадлежащие разным кластерам, – разнородными. Если объекты кластеризации представить, как точки в n-мерном пространстве признаков (n – количество признаков, характеризующих объекты), то сходство между объектами определяется через понятие расстояния между точками, так как интуитивно понятно, что чем меньше расстояние между объектами, тем они более схожи.
Дискриминантный анализ. Дискриминантный анализ включает статистические методы классификации многомерных наблюдений в ситуации, когда исследователь обладает так называемыми обучающими выборками. Этот вид анализа является многомерным, так как использует несколько признаков объекта, число которых может быть сколь угодно большим. Цель дискриминантного анализ состоит в том, чтобы на основе измерения различных характеристик (признаков) объекта классифицировать его, т. е. отнести к одной из нескольких заданных групп (классов) некоторым оптимальным способом. При этом предполагается, что исходные данные наряду с признаками объектов содержат категориальную (группирующую) переменную, которая определяет принадлежность объекта к той или иной группе. Поэтому в дискриминантном анализе предусмотрена проверка непротиворечивости классификации, проведенной методом, с исходной эмпирической классификацией. Под оптимальным способом понимается либо минимум математического ожидания потерь, либо минимум вероятности ложной классификации. В общем случае задача различения (дискриминации) формулируется следующим образом. Пусть результатом наблюдения над объектом является построение k-мерного случайного вектора Х = (X1, X2, …, XК), где X1, X2, …, XК – признаки объекта. Требуется установить правило, согласно которому по значениям координат вектора Х объект относят к одной из возможных совокупностей i, i = 1, 2, …, n. Методы дискриминации можно условно разделить на параметрические и непараметрические. В параметрических известно, что распределение векторов признаков в каждой совокупности нормально, но нет информации о параметрах этих распределений. Непараметрические методы дискриминации не требуют знаний о точном функциональном виде распределений и позволяют решать задачи дискриминации на основе незначительной априорной информации о совокупностях, что особенно ценно для практических применений. Если выполняются условия применимости дискриминантного анализа – независимые переменные–признаки (их еще называют предикторами) должны быть измерены как минимум в интервальной шкале, их распределение должно соответствовать нормальному закону, необходимо воспользоваться классическим дискриминантным анализом, в противном случае – методом общие модели дискриминантного анализа.

Факторный анализ. Факторный анализ – один из наиболее популярных многомерных статистических методов. Если кластерный и дискриминантный методы классифицируют наблюдения, разделяя их на группы однородности, то факторный анализ классифицирует признаки (переменные), описывающие наблюдения. Поэтому главная цель факторного анализа – сокращение числа переменных на основе классификация переменных и определения структуры взаимосвязей между ними. Сокращение достигается путем выделения скрытых (латентных) общих факторов, объясняющих связи между наблюдаемыми признаками объекта, т.е. вместо исходного набора переменных появится возможность анализировать данные по выделенным факторам, число которых значительно меньше исходного числа взаимосвязанных переменных.
Деревья классификации. Деревья классификации – это метод классификационного анализа, позволяющий предсказывать принадлежность объектов к тому или иному классу в зависимости от соответствующих значений признаков, характеризующих объекты. Признаки называются независимыми переменными, а переменная, указывающая на принадлежность объектов к классам, называется зависимой. В отличие от классического дискриминантного анализа, деревья классификации способны выполнять одномерное ветвление по переменными различных типов категориальным, порядковым, интервальным. Не накладываются какие-либо ограничения на закон распределения количественных переменных. По аналогии с дискриминантным анализом метод дает возможность анализировать вклады отдельных переменных в процедуру классификации. Деревья классификации могут быть, а иногда и бывают, очень сложными. Однако использование специальных графических процедур позволяет упростить интерпретацию результатов даже для очень сложных деревьев. Возможность графического представления результатов и простота интерпретации во многом объясняют большую популярность деревьев классификации в прикладных областях, однако, наиболее важные отличительные свойства деревьев классификации – их иерархичность и широкая применимость. Структура метода такова, что пользователь имеет возможность по управляемым параметрам строить деревья произвольной сложности, добиваясь минимальных ошибок классификации. Но по сложному дереву, из-за большой совокупности решающих правил, затруднительно классифицировать новый объект. Поэтому при построении дерева классификации пользователь должен найти разумный компромисс между сложностью дерева и трудоемкостью процедуры классификации. Широкая сфера применимости деревьев классификации делает их весьма привлекательным инструментом анализа данных, но не следует полагать, что его рекомендуется использовать вместо традиционных методов классификационного анализа. Напротив, если выполнены более строгие теоретические предположения, налагаемые традиционными методами, и выборочное распределение обладает некоторыми специальными свойствами (например, соответствие распределения переменных нормальному закону), то более результативным будет использование именно традиционных методов. Однако, как метод разведочного анализа или как последнее средство, когда отказывают все традиционные методы, Деревья классификации, по мнению многих исследователей, не знают себе равных.
Анализ главных компонент и классификация. На практике часто возникает задача анализа данных большой размерности. Метод анализ главных компонент и классификация позволяет решить эту задачу и служит для достижения двух целей: – уменьшение общего числа переменных (редукция данных) для того, чтобы получить «главные» и «некоррелирующие» переменные;
– классификация переменных и наблюдений, при помощи строящегося факторного пространства.
Метод имеет сходство с факторным анализом в постановочной части решаемых задач, но имеет ряд существенных отличий:– при анализе главных компонент не используются итеративные методы для извлечения факторов;– наряду с активными переменными и наблюдениями, используемыми для извлечения главных компонент, можно задать вспомогательные переменные и/или наблюдения; затем вспомогательные переменные и наблюдения проектируются на факторное пространство, вычисленное на основе активных переменных и наблюдений;
– перечисленные возможности позволяют использовать метод как мощное средство для классификации одновременно переменных и наблюдений.
Решение основной задачи метода достигается созданием векторного пространства латентных (скрытых) переменных (факторов) с размерностью меньше исходной. Исходная размерность определяется числом переменных для анализа в исходных данных.
Многомерное шкалирование. Метод можно рассматривать как альтернативу факторному анализу, в котором достигается сокращение числа переменных, путем выделения латентных (непосредственно не наблюдаемых) факторов, объясняющих связи между наблюдаемыми переменными. Цель многомерного шкалирования – поиск и интерпретация латентных переменных, дающих возможность пользователю объяснить сходства между объектами, заданными точками в исходном пространстве признаков. Показателями сходства объектов на практике могут быть расстояния или степени связи между ними. В факторном анализе сходства между переменными выражаются с помощью матрицы коэффициентов корреляций. В многомерном шкалировании в качестве исходных данных можно использовать произвольный тип матрицы сходства объектов: расстояния, корреляции и т.д. Несмотря на то, что имеется много сходства в характере исследуемых вопросов, методы многомерное шкалирование и факторный анализ имеют ряд существенных отличий. Так, факторный анализ требует, чтобы исследуемые данные подчинялись многомерному нормальному распределению, а зависимости были линейными. Многомерное шкалирование не накладывает таких ограничений, оно может быть применимо, если задана матрица попарных сходств объектов. В терминах различий получаемых результатов факторный анализ стремится извлечь больше факторов – латентных переменных по сравнению с многомерным шкалированием. Поэтому многомерное шкалирование часто приводит к проще интерпретируемым решениям. Однако более существенно то, что метод многомерное шкалирование можно применять к любым типам расстояний или сходств, в то время как факторный анализ требует, чтобы в качестве исходных данных была использована корреляционная матрица переменных или по файлу исходных данных сначала была вычислена матрица корреляций. Основное предположение многомерного шкалирования заключается в том, что существует некоторое метрическое пространство существенных базовых характеристик, которые неявно и послужили основой для полученных эмпирических данных о близости между парами объектов. Следовательно, объекты можно представить как точки в этом пространстве. Предполагают также, что более близким (по исходной матрице) объектам соответствуют меньшие расстояния в пространстве базовых характеристик. Поэтому, многомерное шкалирование – это совокупность методов анализа эмпирических данных о близости объектов, с помощью которых определяется размерность пространства существенных для данной содержательной задачи характеристик измеряемых объектов и конструируется конфигурация точек (объектов) в этом пространстве. Это пространство («многомерная шкала») аналогично обычно используемым шкалам в том смысле, что значениям существенных характеристик измеряемых объектов соответствуют определенные позиции на осях пространства. Логику многомерного шкалирования можно проиллюстрировать на следующем простом примере. Предположим, что имеется матрица попарных расстояний (т.е. сходства некоторых признаков) между некоторыми городами. Анализируя матрицу, надо расположить точки с координатами городов в двумерном пространстве (на плоскости), максимально сохранив реальные расстояния между ними. Полученное размещение точек на плоскости впоследствии можно использовать в качестве приближенной географической карты. В общем случае многомерное шкалирование позволяет таким образом расположить объекты (города в нашем примере) в пространстве некоторой небольшой размерности (в данном случае она равна двум), чтобы достаточно адекватно воспроизвести наблюдаемые расстояния между ними. В результате можно измерить эти расстояния в терминах найденных латентных переменных. Так, в нашем примере можно объяснить расстояния в терминах пары географических координат Север/Юг и Восток/Запад.
Моделирование структурными уравнениями (причинное моделирование). Наметившийся в последнее время прогресс в области многомерного статистического анализа и анализа корреляционных структур, объединенный с новейшими вычислительными алгоритмами, послужил отправной точкой для создания новой, но уже получившей признание техники моделирования структурными уравнениями (SEPATH). Эта необычайно мощная техника многомерного анализа включает методы из различных областей статистики, множественная регрессия и факторный анализ получили здесь естественное развитие и объединение.
Объектом моделирования структурными уравнениями являются сложные системы, внутренняя структура которых не известна («черный ящик»). Наблюдая параметры системы при помощи SEPATH, можно исследовать ее структуру, установить причинно-следственные взаимосвязи между элементами системы.
Постановка задачи структурного моделирования выглядит следующим образом. Пусть имеются переменные, для которых известны статистические моменты, например, матрица выборочных коэффициентов корреляции или ковариации. Такие переменные называются явными. Они могут быть характеристиками сложной системы. Реальные связи между наблюдаемыми явными переменными могут быть достаточно сложными, однако предполагаем, что имеется некоторое число скрытых переменных, которые с известной степенью точности объясняют структуру этих связей. Таким образом, с помощью латентных переменных строится модель связей между явными и неявными переменными. В некоторых задачах латентные переменные можно рассматривать как причины, а явные – как следствия, поэтому, такие модели называются причинными. Допускается, что скрытые переменные, в свою очередь, могут быть связаны между собой. Структура связей допускается достаточно сложной, однако тип ее постулируется – это связи, описываемые линейными уравнениями. Какие-то параметры линейных моделей известны, какие-то нет, и являются свободными параметрами.
Основная идея моделирования структурными уравнениями состоит в том, что можно проверить, связаны ли переменные Y и X линейной зависимостью Y = aX, анализируя их дисперсии и ковариации. Эта идея основана на простом свойстве среднего и дисперсии: если умножить каждое число на некоторую константу k, среднее значение также умножится на k, при этом стандартное отклонение умножится на модуль k., например, рассмотрим набор из трех чисел 1, 2, 3. Эти числа имеют среднее, равное 2, и стандартное отклонение, равное 1. Если умножить все три числа на 4, то легко посчитать, что среднее значение будет равно 8, стандартное отклонение – 4, а дисперсия – 16. Таким образом, если есть наборы чисел X и Y, связанные зависимостью Y = 4X, то дисперсия Y должна быть в 16 раз больше, чем дисперсия X. Поэтому можно проверить гипотезу о том, что Y и X связаны уравнением Y = 4X, сравнением дисперсий переменных Y и X. Эта идея может быть различными способами обобщена на несколько переменных, связанных системой линейных уравнений. При этом правила преобразований становятся более громоздкими, вычисления более сложными, но основной смысл остается прежним – можно проверить, связаны ли переменные линейной зависимостью, изучая их дисперсии и ковариации.
Временные ряды. Временные ряды – это наиболее интенсивно развивающееся, перспективное направление математической статистики. Под временным (динамическим) рядом подразумевается последовательность наблюдений некоторого признака Х (случайной величины) в последовательные равноотстоящие моменты t. Отдельные наблюдения называются уровнями ряда и обозначаются хt, t = 1, …, n. При исследовании временного ряда выделяются несколько составляющих: xt=ut+yt+ct+et,t=1,…,n, где ut – тренд, плавно меняющаяся компонента, описывающая чистое влияние долговременных факторов (убыль населения, уменьшение доходов и т.д.); – сезонная компонента, отражающая повторяемость процессов в течение не очень длительного периода (дня, недели, месяца и т.д.); сt – циклическая компонента, отражающая повторяемость процессов в течение длительных периодов времени свыше одного года; t – случайная компонента, отражающая влияние не поддающихся учету и регистрации случайных факторов. Первые три компоненты представляют собой детерминированные составляющие. Случайная составляющая образована в результате суперпозиции большого числа внешних факторов, оказывающих каждый в отдельности незначительное влияние на изменение значений признака Х. Анализ и исследование временного ряда позволяют строить модели для прогнозирования значений признака Х на будущее время, если известна последовательность наблюдений в прошлом.
Нейронные сети. Нейронные сети представляют собой вычислительную систему, архитектура которой имеет аналогию с построением нервной ткани из нейронов. На нейроны самого нижнего слоя подаются значения входных параметров, на основании которых нужно принимать определенные решения. Например, в соответствии со значениями клинико-лабораторных показателей больного надо отнести его к той или иной группе по степени тяжести заболевания. Эти значения воспринимаются сетью как сигналы, передающиеся в следующий слой, ослабляясь или усиливаясь в зависимости от числовых значений (весов), приписываемых межнейронным связям. В результате на выходе нейрона верхнего слоя вырабатывается некоторое значение, которое рассматривается как ответ – отклик всей сети на входные параметры. Для того, чтобы сеть работала ее надо «натренировать» (обучить) на данных для которых известны значения входных параметров и правильные отклики на них. Обучение состоит в подборе весов межнейронных связей, обеспечивающих наибольшую близость ответов к известным правильным ответам. Нейронные сети могут быть использованы для классификации наблюдений.
Планирование экспериментов. Искусство располагать наблюдения в определенном порядке или проводить специально спланированные проверки с целью полного использования возможностей этих методов и составляет содержание предмета «планирование эксперимента». В настоящее время экспериментальные методы широко используются как в науке, так и в различных областях практической деятельности. Обычно основная цель научного исследования состоит в том, чтобы показать статистическую значимость эффекта воздействия определенного фактора на изучаемую зависимую переменную. Как правило, основная цель планирования экспериментов заключается в извлечении максимального количества объективной информации о влиянии изучаемых факторов на интересующий исследователя показатель (зависимую переменную) с помощью наименьшего числа дорогостоящих наблюдений. К сожалению, на практике, в большинстве случаев, недостаточное внимание уделяется планированию исследований. Собирают данные (столько, сколько могут собрать), а потом уже проводят статистическую обработку и анализ. Но сам по себе правильно проведенный статистический анализ недостаточен для достижения научной достоверности, поскольку качество любой информации, получаемой в результате анализа данных, зависит от качества самих данных. Поэтому планирование экспериментов находит все большее применение в прикладных исследованиях. Целью методов планирования экспериментов является изучение влияния определенных факторов на исследуемый процесс и поиск оптимальных уровней факторов, определяющих требуемый уровень течения данного процесса.

Детерминированные методы описания наблюдений
Метод Такенса
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Метод Грассбергера и Пркаччиа
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llpouenypa I'paccOeprepa — llpokayyna NO3BONAET HE TONIBKO ONPCHELIATh
PasMepHOCTh BIOXKEHHA d, M KOPPENALHOHHYI Pa3MepHOCTb ¥, HO H OTIIHUATH
MMHAMHUYECKHHA Xa0C OT CIy4aHHOro LIyMa, BCET/a MPHCYTCTBYIOIIErO B 3KCIe-
puMente [136, 242]. OGobuieHne TOHATHA KOPPENANHMOHHOrO MHTErpaia faer
BO3MOXKHOCTh OueHuTh cuuzy KC-surponumio [191]. Ins Haubonee sdipexTHs-
HOrO MCHONB30BaHHA Tiponenyphl paccBeprepa — TpoKaduuna UMENTCA peuen-
Thl ONTHMABHOTO BpiOOPa BPEMEHH 3anaspuiBanms 7 [182], a Takike HEKOTO-
pPhIe CHOCOB B VB &lTMUeHHA CKOPOCTH CXOOUMOcTH MeToma [123,280].
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CTpanublit aTTPaKTOP, X2PAKTePHIyeMbIH ¢$hpaKTaNbHOH PasMepHOCTBIO dps
BCerjta MOJKHO BIIOXUITH B APOCIPAHCTBO C HETOUACHEHHON Pa3MEpHOCTHIO k,
KOTOpasl yIOBACTBOpAeT HepaBeHetsy k > 2dp + 1 [233, 275] . Pasymeercs,
B 0cOBBIX CHOy4asx [/If HEKOTOPHIX KOHKpPETHBIX ATTPAKTOPOE Pa3MEPHOCTH
BITOEHHA MOKET GbITh # MeHbllle, BIUIOTh O 3HaueHus [dp] + 1, rme [dp] —
eiad YacTh dp.

BosHuKaer BOHPOC, KAK [O B3KCIEPHMEHTaNbHBIM JaHHBIM YCTAHOBHTDL
pa3MEpPHOCTh BIOXNEHHKA PACHPENETEHHOA cuctempi? OtTBeT [aeT HPOUENYpa,
ApennoKeHHan B [249, 275] M OcHOBaHMHaA Ha Teopeme Takenca [275, cM.
taxke 233]. CorniacHo 3TOH npouenype wis ONpefiededus pa3MepHOCTY BIOXe-
HUA JOCTATOUHO 3HATH, KAK MEHAETCH CO BpEeMEHEM JIMILIb 0 UHCTSHHAs Tiepe-
MEHHas B KaKOH-T0 TOuKe (HAaNpHMEp, TEMHEPATYpa WIH CKOPOCTh XHAKOCTH
B OKCHEPHMEHTE N0 HCCTeNIOBaHHI0 KOHBEKIHH Panen — Benapa, cM. § 17). To-
SICHHM I 3TOTO MeTOjd.
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YCTAHOBMBLIEMCH pexuMe. TOrma, perHcTpHpys H3MeHeHHe KaKoH-TNG0 OHOj
BEITHUMHBI, HANPHMED X, Uepes paeHsle MPOMEXYTKH BpeMeHH 7, MblI MOJTyuaeM
HOCTIENOBATEIBHOCTE 3HAYEHHH

X(O=yy, @+ Sy, .., x(tt(n -1 =y, ... (2L.1)

BHavane pna mpocrotbr GyeM CuMTaTh, YTO IHHAMHKA 3TOH CHCTEMbl 3¢
($eKTHBHO OmMChIBACTCA BCErO OFHMM [HUdepeHIMATBHBIM YpaBHEHHEM | -T(
nopapka. Torpa, «kax Jierko BUAeTh, NOCTIENOBATENSHOCTs (1) BymeT OmHO3HAY-
HO OTPEeNeIATACA HAYAIbHBIM 3HAYEHHEM ¥y, 3 OCTa/lbHble 3HAUEHUA ¥, OymyT
(YHKUMOHANBHO 34BUCHMBIMHE OT Hero, T.e. ¥, = f(¥y), ¥3 =f(f(¥1)) u ..
310 o0SHa¥aeT, ¥TO BCe TOUKH NOCTeNoBaTensHOcTH (1) Ha IoCKOCTH
(Vn+1. Yn) OYIOYT NOKUTHCA HA ONpENENEHHYI0 JTHHII0 Yy = F( Vn) -

Ipennonoxum Teneps, yTO VI OMHMCAHWA CHCTEMBI TPEByeTcs [1Ba OGBIK -
HOBEHHbIX AH( epeHIanbHBIX YpaBHeHnsd 110 nopsaaka. B 3toMm ciyuae Touk
Jn YKe He JNOXKAICHA Ha JIMHHI, 3 DymyT CHOXKHBIM 0Gpa3oM pa3GpOCaHsl TIo
ANOCKOCTH ( Vy4q, Vp)- Teneph miA ONHOZHAYHOTO 3aJaHHS MOCTiEIOBATENb-
HOoCTH (1) yKe HemOCTAaTOYHO TOJIbKO )y; Tpebyercs HONONHUTENBHO 3HATh
3HaueHHe J;. TIOBTOPAA 3TH pacCyXmeHWA A OBYX TIPOH3BONBHBIX MOCTENO-
BATebHBIX 3HAYEHUA Vyy_ 1, V., MBI BHfIHM, UTO OHHU JIOJDKHBI O HO3HAYHO OTIpe-
AeNATh 3HAUEHHE Vp4q, T.C. MOIDKHA CYIIECTROBAT, (PYHKIMA [ Takas, 410
Yn+1=F(Yn—1, ¥n)-

B obmemM criyuae, ecirm pa3MepHOCTb IWHAMHYECKOH CHCTEMBI paBua X,
3HaA k TOCTIeNOBATENBHBIX 3HAUYCHUA Yy, Yy g, - - - » ¥ —k+ [ » MOKHO OJHO3HAY-
HO BOCCTaHOBHTh IO HHM cliefiyloitiee 3HaueHHe ), y, T.6. JIOJDKHA CYLIECTRO-
BaTb HEKOTOpas GYHKIMA [ TaKad, 4T0 Vpiy = f(¥Vp Vnotr--vs Ynk+1)
priA nieboro n. WHeimu CTOBAMH, BEJIHUMHA V,,, § OKa3bIBAeTCA PYHKIHOHAND-
HO 3aBYCHMOR OT Yy, ¥y gy .. -, Y ke1-

Merop, npennoxennsiii B {249, 275], dopmynupyercs crenytomnM o0pa-
30M. BHauane uepes paBHbie MPOMEXYTKH BPEMeHH T CTPOMTCA LOCIENOBAT &b
HOCTB Y1, ¥2,-+., ¥ny ¥n+1»-- . 3HAUSHHH Kako#-nuGo HabGnopaeMoil BenHwH-
Hpl. Hauueas ¢ kK = 1 ocywecTBiiseTcA npoBepka Toro, Gyper M ApH moboM
3HAaUeHHE Jj,; B 3TOH TIOCTIENIOBATENBHOCTH (PYHKIMOHATLHO 32BHCHMbBIM OT
ApedlieCTBYIOIMX K 3HAUEHUWH V., Vp_1,..., Yn_k+1- ECIH 1aKast GyHKIKO-
HaJIbHasi 3aBHCHMOCTh OTCYTCTBYET, UMCHO K yBe/IMUHBAeTCA Ha eUHMLY U IIPC-
Bepka moBropsercA. To 3Hauende k, onig KOTOporo ¢yHKIMOHANBHAS 3aBHCH-
MOCTh Oyfer HalfeHa, Jaer MHHHMAIbHYI pPasMepHOCTb BIOxeHHa d, = k.

PaccMoTpuM Temeps NMpakTHIECKHE METO[bi NIPOBEPKH Ha QYHKIMOHATb-
Hyl0 3aBHCHMOCTb. Omucanublf Bbiliie CHOCOD, 3aKTIOUAMIEECA B reOMETpH-
YeCKOM TMOCTPOEHMH QYHKUMH Yyiq = f(¥n, Vp_1s-..). YKe A pasmep-
HOCTH BjiOKeHWA d, = 3 ABNAETCH HeBHINOMHUMBIM. BMeCTO HEFO MOXHO HC-
HOJIb30BATh MPOCTOA FeOMETPUUECKHA KpHTepuil, MpeIoXeHHBIE B |32]
(cm. Taxke [146]).

BhibepeM B NOCTeHOBATENbHOCTH H3MepeHui (1), HauMHas C H-ro Olie-
MCHTa, TIPOH3BONbHYX TOCHEI0BATENIBHOCTb [UIMHBL K M PACCMOTPHM BCEBO3-
moxisie Bextoper W™ = {y, s Ve ke, Yn—1, ¥n}. Ouennupno,
Y0 BGe TAKHE BEKTOPbI HPHHAANIEKAT HEKOTOPOMY K-MepHOMY IpOCTPAHCTBY.
3aduKCHpPYeM OpHY M3 MOJMNOCIEHOBATENLHOCTeR, HAUHHAKLIYIOCHA C KAKOIO-TO




image3.png
HOMEpa Mg, H 0DO3HAUMM COOTBETCIBYIOLIHH BEKTOp KakK w9 Pacemorpum
paccTosiHue Px (1, Ho) MeEXAY NPOHIBONLHBIM BEKTOPOM w(") u atum Bek-
TOpOM w(0):

k 1/2
pr(n, no)=lw —w(® = Z nkri = Ingkrd’] (21.2)

a TaKXKe OMpefelinM BeJIMUHHY
(1 10)= 1 ¥pe1 = Yno+al. (21.3)

Mocrpoum pmanee AJsi PasfiMYHbIX N 3aBHCHMOCTB 7(p), OTKMA[bIBAA IO OCH
aBCupce 3HaueHUA py (1, Mp), @ MO OCH OPAMHAT — COOFBETCTBYIOIIHE WM Be-
NYMHBL F(R, o).

Hanuune GyHKINOHALHONR 3aBHCUMOCTH MEKEY Vy4 M NPeAbIIYIIHMH K
WIEHAMH Y, Yp_1,.. -5 Vn—k+1 O3HAUZET CY1eCTBOBaHHE HEKOTOPOA (yHK-

WM f TaKO#, uT0 .4 = f(w®)). Mooromy
r(n, no)= 1 fw )~ fowOl. (214)

Paccrosnme py (1, ng) CTPeMHICA K HYNI0, KOrJld BEKTOD w{® crpemures 1
w9 Tpn sroM, kak BupHO H3 (4), 7 (1, M) TAKKe [OLKHO CTPEMUTHCT K
uynw. Ecnu ke GyHKUMOHANBHAR 33BHCMMOCTH OTCYICTBYET, TO BEKTOD wim
He ONpenensicT ONHO3HAYHO 3HAYEHHE Vy. y, M, CTIEIOBATENBHO, 7 (1, Mo} He Dy-
JET CTPEMHTLCA K HYJII0 TPH YMEHbLUIEHH P (7, o) -

TakuM 00pa3oM, TIPOleNypa HAaXOXHeHUA DPasMCPHOCTH BIIOXKEHHA 3a-
KnudeTcs B cliepyomeM. JIIs pasluiHbiX # HEODXOOMMO HAATH 3HAUEHHs
or(n, ng) m r(n, ny), cormacHo (2), (3), H OTNOXUTH COOTBEICTBYHIIHE
TOUKH Ha MJIOCKOCTH (7, p), NOC/IEOBATENBHO COEOHHHB HX JIpyl C JpYTOM,
TaK YTO TOJNYYMTCA HeKoTOpad Jomamas (THHHA. Ecnu ¢yHkumOHamsHasg 3a-
BHCHMOCTb HpH BBIGPaHHOM Kk [OCTHrHYTa, TO B OGNACTH MajbiX 3HAYeHHH p
BCE YUACTKHM 3TOH 70MaHO¥ pacnonarawrcs BOGNH3M Hauana koOOpHAMHaT. Pas-
MEPHOCTb BJIOKEHHs — 3T0 MUHHMAIbHOe 3HayeHue k, HAUHHAA C KOTOPOTO
floMaHas o0nagaer 3TUM CBOHCTBOM.

B xayecTBe MANNCTPAUMH ONHMCAHHOTO METOHA NPHBENEM pe3ylbTaThi
aKCcHepHMeHTanbHOR paborel [109], B KOTOpO# M3y¥amach IeOMETPHA ATTPAK -
TOpOB 17 PASNIMUMHBIX PEXHMOB Xaoca B paclpefesieHHOR cucreme. Peanmsa-
UMA aNrOpHTMa BhIMMcTeHua d, coriacHo ¢opMynam (2) —(4) nokaszaHa Ha
pHe. 2.77. BUIHO. UTO Da3MepHOCTh BJIOKeHHs d, = S.
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boOjlée TOYHBIH METO[ OLEHKH pa3sMEPHOCTH BIIOKEHHA U1 pacnpeniesieH-
HBIX cHcTeM npemnioxken I TpaccBGeprepom u M. Ipoxauuma [190, 192]. 3roT
METOJ HO3BONALT TAKKEe pPACCUMTATh TAK HA3BIBAEMYN KOPPEIAHMOHHYI0 pas-
MepHOCTb CTPAaHHOTO ATTpaKTOopa.

IpepnonoxuM, Kak M Npexpe, YTO H3 3KCAEPMMEHTa MIBECTHA HOCHENo-
BarenbHoCTh (1), TOCTPOEHHas NO SMHCTBEHHOW HaGiwopaeMo# ¢ (HKCHPO-
BaHHBIM BpeMeHeM 3aTA30bIBAHUA 7. AHAJIOTHYHO INpPelpIIYLIEMY BbIIENUM
M3 3TOH HOC/ENOBATENBHOCTH PA3NHYHbIE HPOM3BONDbHBIE HOIHOCIIENOBATEND-
HOCTH [UIHHBI Kk U .TNOCTPOHM BCEBO3MOXHbIE BEKTODbI w(® . Onmpenenum
mo dopmyne (2) paccrosuue py (m, #') s M0G0l napsl win) | win) rakux
BeKTOpOB. BO3bMeM HeKOTOpOe 3HaYeHHe | H BLIYKCIMM KOpp&IALUOHHLIN
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maTerpan Cy (1) xak

N

Cu@)= limn N2 T Of —pxlm 1)) (21.5)
N=ree nn'=1

3pecs ©(z) — crymenuarat QYHKUHA XeBucailga takas, uro ©(z) = 0 npwu

2z < 0u®() =1npn z > 0,a N— noanoe YUCIIO SNMEMEHTOB B [OCTeNOoBa-

rensroctn (1)%).

Kax crenyer w3 (5), B KOPpEILTUMOHHbIH MHTErpan Ci (!) mawt BKIag
TOALKO T€ Maphl BEKTOPOB w(® g wn), PACCTOSIHME MeXIy KOTOPHIMU
MeHbllle WM PaBHO 3afaHHOM Berwuune f. TIpy Manmmx ! KOppeNANHOHHbIH HH-
Terpai SOJDKEH CTPEMHTBCA K HyIlIo, T.e.

Ce()~ 1% (21.6)
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BenMuMHy 0 MOXHO HA#TH, NOCTPOMB rpaduk 3aBHcuMocTH M Cy (1) ot In/
TakuM 0Opa3oM, MOXKHO BBIYMCAHMTD 3HaUeHHe Gy AMIA Pa3iMYHbIX K, HAUHHAS
¢ k= 1. OxaspiBaerca [192], 4To HauMHAA ¢ HEKOTOPOrO HOMepa BENMUHHA 0y
T.e. XapaKTepHulii HakJoH Tpaduxa InCy (!) or In/, mepecraer BO3pacTaTh (
yBemuueHHeM k. 3To 3HaueHHe kK Jaer pasMepHOCTb BIIOKEHWS aTIPAKTOPa d
a npefeNbublH TAHIEHC YTJIa HAKIIOHA — KOPPeas YUORHYIO PA3MEPHOCTy v [IAH
HOrO aTTpaKTOpa. B oDuieM cnyvyae 3HaueHMe KOPPEIALUMOHHON pa3sMepHOCTE
He MpeBbllaer GhpakTansHOH pasMepHOcTH dy ATTPaKTopa, BBeLeHHOR B § 1¢
[190, 192]. 3Tu ;OBe pa3sMepHOCTH CORMAMAIOT JHIUb NMpPH PaBHOMEPHOM pac
ApeNeTIeHHy TOUeK Ha arTpakTope [190, 192].

IpuBenem npuMep HenoJb30BauuA npouenypsi I'paccbeprepa — [Ipoxayuna

B [231] MeTOpOM nornoOLIeHHs CBETOBOrO MOTOKA H3yuaach KOHBEKIMS
Panes — Benapa. Yskwii Ny4oK cBeTa, paccesHHBIA HeGOMBIIHM 0GheMOM KM
KOCTH, HeceT HHGOOPMANHIO O 4YacTOTax ¢ypbe-KOMMOHEHT CKOPOCTH HIKOCTH
Ilo 3KCIepHMEHTATLHON NOCTIENOBATENBHOCTH H3IMEPEHHH BLbIMWCIIANACH 33BH
cumocts M Cy (I) of In/ mus pasauiHbIX 3Havennit k (puc. 2.78). U3 pucyHk:
BHIHO, 4TO ApH k > 4 HakJOH rpadyKa He MeHAeTICH, T.e. d, = 5. Koppenauuon
Hasl pa3MEPHOCTb APH JTOM paBHa v ~2,8.




