Л3 Дуальное фазовое пространство. Фазовое пространство для гамильтоновых систем. Дуальное фазовое пространство для ОНДС. Фазовое пространство эволюции

1. Дуальное фазовое пространство. 
В настоящее время анализ процессов эволюции выполняется на основе методов неравновесной термодинамики, кинетических уравнений, методов анализа динамического хаоса. Среди этих методов также используется метод, основанный на понятии фазового пространства [19, 20]. 
Для анализа динамики систем МТ используется обычное фазовое пространство, достаточно полно характеризующее топологические характеристики фазовой траектории МТ при заданных внешних ограничениях [20]. Здесь будет предложено понятие дуального фазового пространства, позволяющего выполнять анализ процессов эволюции ОНДС [21]. 
Дуальное фазовое пространство строится на основе приближения локального термодинамического равновесия, когда ОНДС могут быть представлены совокупностью перемещающихся относительно друг друга СТ. При этом СТ представляют собой равновесную систему из достаточно большого количества потенциально взаимодействующих МТ. В основу такого представления фазового пространства положен принцип дуализма симметрии. Принцип дуализма симметрии требует разделения энергии системы на ее энергию движения в пространстве и внутреннюю энергию. 


Если состояние ОНДС определяется совокупностью движущихся СТ, то его следует задавать в фазовом пространстве  измерений, где – количество СТ, входящих в ОНДС. Соответственно, положение каждого СТ задается тремя координатами и тремя компонентами импульса их центра масс. Это пространство мы назвали S-пространством [22]. S-пространство сжимаемо. Его сжатие определяется уравнением движения СТ. Только когда внутренняя энергия СТ не меняется, S-пространство совпадает с обычным фазовым пространством. 
При движении СТ, помимо изменения скорости центра масс, изменяется внутренняя энергия. Поскольку макро- и микропеременные независимы, то одной и той же точке S-пространства соответствуют разные значения внутренней энергии СТ. Неоднозначность точек S-пространства можно исключить, если его дополнить пространством независимых микропеременных, определяющих движения МТ относительно центра масс СТ. Такое дуальное фазовое пространство удобно назвать SD-пространством. 

Наиболее просто SD-пространство будет выглядеть для случая, когда все СТ можно считать равновесными в течение всего времени. Тогда дополнительное пространство сведется к многомерной плоскости, на которой отображаются средние значения  для каждого СТ. Объем этого подпространства соответствует сумме внутренних энергий всех СТ. Это следует из того, что для равновесного СТ единственным параметром, определяющим внутреннее состояние системы, является внутренняя энергия. 
Ниже предлагается физическое обоснование необходимости использования дуального фазового пространства для анализа процессов эволюции ОНДС.  
    
  
4.2.1 Фазовое пространство для гамильтоновых систем

Понятие фазового пространства было введено Больцманом. Оно используется для анализа гамильтоновых систем в классической механике, а также в статистической физике и в кинетике [1, 20]. Ключевая идея введения фазового пространства состоит в том, что координаты и импульсы частиц однозначно определяют динамику системы. 
Если гамильтонова система имеет n степеней свободы, то положение точки в фазовом пространстве определяется 2n координатами q и импульсами p. Движение этой точки в фазовом пространстве происходит по фазовой траектории, которая однозначно характеризует динамику системы. Для сложных систем, например, при анализе динамического хаоса (q, p), используется метод отображения Пуанкаре. Этот метод позволяет исследовать поведение аттракторов, к которым стремятся фазовые траектории [20]. 
Пучку фазовых траекторий в заданный момент времени соответствует элемент фазового объема. Для его изменения со временем можно записать [21]:  


                        (4.2.1.1)






Здесь – координаты и импульсы элементов системы, заполняющие элемент фазового объема  в начальный момент времени; , – координаты, импульсы элементов, а также фазовый объем, занимаемый их системой, спустя время . 




Фазовые траектории в течение времени непрерывно переходят из объема  в фазовый объём . Согласно каноническому уравнению Лиувилля имеем: . Это значит, что фазовый объем консервативных гамильтоновых систем сохраняется, меняется только его форма.
Анализ динамического хаоса с помощью фазового пространства позволил выявить характер фазового перемешивания гамильтоновых систем, определяемый положительным экспоненциальным показателем Ляпунова, предельные циклы отображения Пуанкаре и соответствующие им неподвижные точки, изучить сценарий развития динамического хаоса и т.п. [20].  Но вопрос о природе необратимости так и остался открытым.
Консервативные системы вдали от равновесия не являются гамильтоновыми. Для исследования релаксационных и других необратимых процессов в таких системах использование обычного фазового пространства затруднено. Более того, в таком (q, p) пространстве не удается установить характер приближения системы к равновесному состоянию. Это мы объясняем тем, что в ОНДС каждая МТ вносит вклад как в энергию движения ее структурных элементов, так и в их внутреннюю энергию, отвечающую за хаотическое движение МТ. Только сумма этих двух типов энергии является инвариантом. То есть, хотя динамика ОНДС диссипативна и необратима, полная энергия сохраняется. Поэтому, в лабораторной системе координат невозможно установить, какая часть динамики системы связана с ее упорядоченным движением, а какая часть отвечает за хаотическое движение. Для того, чтобы описать динамику ОНДС, необходимо разделить эти типы движения. 
Здесь покажем, как выполнить такую модификацию фазового пространства, которая позволит разделить эти типы движения и, таким образом, даст возможность анализировать необратимые диссипативные процессы [21]. Ниже приведем более подробное обоснование необходимости такого разделения энергий и покажем, как его можно выполнить.  

4.2.2 Дуальное фазовое пространство для ОНДС

Пусть ОНДС представлена совокупностью СТ, обладающих внутренней энергией и энергией движения. То есть, энергия каждой МТ, входящей в СТ, вносит вклад в энергию хаотического движения, обуславливающую внутреннюю энергию СТ, и в энергию ее движения. Со временем ОНДС уравновешивается, что характеризуется отсутствием энергии относительного движения СТ [22]. То есть, имеет место условие: 


                         (4.2.2.1), 




где , R – число СТ, входящих в неравновесную систему, – энергия относительного движения и внутренняя энергия -того СТ. 

Условие (1) характеризует степень неравновесности ОНДС в каждый момент времени. Установление равновесия в консервативной ОНДС происходит при сохранении полной энергии системы: . Отсюда возникла идея построить такое фазовое пространство, которое позволит анализировать процессы установления равновесия. Для этого следует исходить из того факта, что энергия ОНДС состоит из двух частей, соответствующих внутренней энергии и энергии движения. 
Таким образом, состояние ОНДС в заданный момент времени определяется двумя точками в S- и D-пространствах. То есть, состоянию ОНДС соответствует точка в плоскости, определяемая двумя S- и D-векторами. Причем длина S-вектора определяется модулем вектора точки S-пространства. Модуль этого вектора пропорционален сумме энергий относительного движения СТ. Длина D-вектора определяет соответствующую точку D-пространства. Очевидно, что длина D-вектора пропорциональна внутренней энергии ОНДС, равной сумме внутренних энергий СТ. 
При движении неравновесной системы к равновесию модуль S-вектора стремится к нулю, поскольку стремится к нулю энергия относительных движений СТ, а модуль D-вектора растет. Если ОНДС консервативна, то должно выполняться условие: 

S2+D2 = const                                (4.2.2.2)
 






Это условие эквивалентно закону сохранения энергии ОНДС. Условие (2) можно записать так:  (а), где , – мнимая единица. Выполнение условия (а) обусловлено тем, что микро- и макропеременные независимы. Так как при любых преобразованиях S- и D-векторов сумма энергий движения СТ и их внутренних энергий сохраняется, то состоянию ОНДС соответствует точка комплексной плоскости, определяемая числом: . Угол между векторами S и D равен: . В равновесном состоянии имеем: . Поскольку выполняется условие (2), модуль вектора точки в SD-пространстве является инвариантом.
Так как внутренняя энергия и энергия движения определяются независимыми микро- и макропеременными соответственно, то условие (1) необходимо писать в этих переменных. Рассмотрим, как это можно сделать.
Энергия ОНДС суммируется из энергий СТ. Энергия СТ может быть представлена суммой энергии ее движения и внутренней энергии, в которые вносит вклад каждая МТ. В этом случае условие (2) можно записать следующим образом:



      (4.2.2.3)











Здесь – координаты и импульсы СТ, образующие элемент фазового объема  в начальный момент времени; – координаты и импульсы МТ относительно центра масс СТ, заполняющие элемент фазового объема  в начальный момент времени; – координаты и импульсы СТ , а  – фазовый объем, занимаемый ими спустя время ; – координаты и импульсы МТ относительно центра масс СТ, заполняющие элемент фазового объема  в момент времени . 

Эволюция фазового объема происходит при выполнении условия:   (в), которое эквивалентно закону сохранения энергии. Из-за трансформации энергии относительных движений СТ в их внутреннюю энергию будет иметь место следующее условие: 


                         (4.2.2.4) 
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Рис. 4.1 - Изменение фазового пространства со временем

Это условие эквивалентно условию (1), определяющему процесс установления равновесия в консервативной ОНДС.



Скорость изменения  определяется Д-энтропией – , которая является отношением изменения внутренней энергии системы за счет энергии ее движения, к величине внутренней энергии. В случае ОНДС, представленных совокупностью СТ, можно записать: , где Т – температура СТ.

Если система бездиссипативна, то в этом случае , и  S – пространство совпадает с обычным фазовым пространством.
В качестве демонстрации возможности использования дуального фазового пространства были приведены расчеты динамики системы в трёхмерном пространстве из N=9 взаимодействующих по закону Гука МТ. Система с начальной энергией движения центра масс Eц.м.=400 и внутренней энергией Ein=10, проходит через потенциальный барьер Eбар.=350. (Энергия берется в относительных единицах). Для наглядности на рис. 4.1 изображены разными цветами развернутые во времени фазовые траектории частиц системы МТ в D-пространстве. Видно, что в результате прохождения барьера объем D-пространства увеличивается за счет объема S-пространства. При этом, уравнение движения СТ используется в качестве контроля правильности расчета. 
[image: C:\Users\Alexey\Documents\ВМС\Oscillator&Mass point\phase space.png]  





Рис. 4.2 - Фазовый объем осциллятора в D-пространстве
На рис. 4.2 представлена фазовая траектория в D-пространстве осциллятора до и после его прохождения через потенциальный барьер. Видно, что его фазовый объем изменяется.
Причем, в зависимости от первоначального состояния осциллятора это изменение может быть либо положительным, либо отрицательным. Если же система состоит из достаточного количества МТ, то фазовый объем D-пространства будет только увеличиваться. 
Если же для изучения динамики подобных систем использовать обычное фазовое пространство, то наблюдаемого эффекта изменения объема D-пространства на нем невозможно обнаружить, поскольку полный фазовый объем систем инвариантен. 

3.Фазовое пространство эволюции



Для описания динамики ОНДС мы ввели S-пространство [22]. Это пространство отображает динамику СТ. Но это описание не замкнуто, так как оно не учитывает процессы диссипации. Если его дополнить фазовым пространством динамики МТ для всех СТ, входящих в ОНДС, то мы получаем SD-пространство, которое устраняет этот недостаток. Дуальное фазовое пространство можно записать так: S+D=A=const, где S и D – меры соответствующих фазовых объемов. SD-пространство сохраняет фазовый объем, как и обычное фазовое пространство системы, и позволяет учесть необратимость ОНДС. Необратимость отображается в том, что: , при условии, что . То есть SD-пространство отображает главный элемент эволюции – необратимость. Хотя, в реальности, процесс эволюции куда более сложный, чем описываемые в SD- пространстве, но, тем не менее, SD-пространство уже применимо для изучения эволюционных процессов в материи. Например, это пространство приемлемо для описания ячеек Бенара, которые являются простейшими ОНДС, и для их существования достаточно градиента температуры. 
Очевидно, что ОНДС живой материи существенно отличается от ОНДС костной материи. Живая клетка куда более сложна по своей структуре и для ее существования также нужны более сложные внешние ограничения. При этом возникает методологический вопрос, можно ли для живой клетки задать нечто подобное фазовому пространству, позволяющему отображать эволюцию топологических свойств этой клетки? Скорее всего, можно. Это пространство, во-первых, будет включать в себя временную ось, характеризующую направление процессов в живой клетке. В противном случае, оно не в силах отобразить саму суть эволюции. Во-вторых, оно должно учитывать все взаимосвязи, характеризующие поведение клетки. К ним можно отнести энергетическое состояние оболочки клетки, сложность ее внутреннего состава, обмен взаимодействиями с внешним миром и т.п. То есть, в общем случае это пространство должно содержать в себе необходимые параметры, характеризующие процессы рождения, развития и распада клетки. Такое функциональное пространство удобно назвать Ф-пространством.     
В целом, дуальное фазовое пространство позволяет характеризовать процесс установления равновесия в неравновесным образом приготовленной системе. Точки S-пространства характеризуют движение равновесных подсистем, совокупностью которых можно представить неравновесную систему. Точка в D-пространстве характеризует внутренние движения элементов подсистем. Процесс преобразования регулярного движения в хаотическое, определяется уменьшением модуля вектора точки S- пространства и ростом модуля вектора точки D-пространства. 

Ортогональность S- и D-пространств позволяет ввести комплексное число Z, характеризующее точку SD-пространства, соответствующую двум S- и D-векторам. Характер эволюции системы к равновесию определяется углом: .  Стремление этого угла к нулю соответствует стремлению системы к равновесию.
Предложенная модификация фазового пространства особенно может быть полезной при анализе динамики ОНДС.
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